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СтохаСтична модель виЗначення беЗарбІтраЖноСтІ 
І Повноти ІнФормацІйної СиСтеми

Вступ
Останніми роками дедалі більшого розвитку зазнає сектор телекомунікаційного зв’язку. Що і є 

рушійною силою у формуванні способів проєктування і розгортання інформаційних систем, мереж 
і послуг, потрібних користувачу. Істотним впливом на ефективність використання в інформаційних 
системах є часове резервування як один із основних засобів забезпечення функціональної стійкості, 
надійності та ефективного керування. На стадії проєктування і конструювання інформаційної систе-
ми показники надійності трактують як характеристики ймовірнісних математичних моделей об’єктів, 
що створюються, а на стадії експериментального відпрацювання, випробувань і експлуатації роль по-
казників надійності виконує статистичне оцінювання відповідних імовірнісних характеристик [1]. Під 
час оцінювання показників надійності інформаційної системи часто відсутні необхідні вихідні дані для 
апріорних імовірнісних розрахунків, а статистичне оцінювання ускладнене великим обсягом випро-
бувань, за якими можна оцінити тільки моменти визначальних випадкових величин процесу функ-
ціонування інформаційної системи або її складових частин (математичного сподівання та дисперсії 
опрацювання часу відмови, часу відновлення, резервного часу тощо). Проте в цій ситуації потрібно 
обґрунтовувати деякі характеристики інформаційної системи, наприклад резерв часу, гарантовані 
точні межі ймовірності безвідмовної роботи системи та коефіцієнта готовності. Під «обґрунтуванням» 
при цьому розуміється побудова точних верхніх і нижніх меж зміни функціоналів, які характеризу-
ють ефективність функціонування інформаційної системи, за умов неповної апріорної інформації про 
функції розподілу визначальних випадкових величин.

аналіз останніх досліджень і публікацій
Аналіз умов побудови та функціонування інформаційної системи з розподіленими в просторі дина-

мічними об’єктами керування показав, що відомі властивості складних технічних систем, зокрема на-
дійність, живучість, стійкість, у цілому характеризують функціонування інформаційної системи під 
час дії відмов і збоїв, але не дають змоги повною мірою описати процеси функціонування за умов знач-
них руйнувань, дії потоків відмов і несправностей, можливих умисних дій, а також у разі помилок об-
слуговувального персоналу чи інших внутрішніх і зовнішніх дестабілізувальних чинників [2-5]. Тому 
доцільно розглядати таку властивість складних технічних систем, як функціональна стійкість. Функ-
ціональна стійкість будь-якої розподіленої інформаційної системи — це її властивість перебувати в ста-
ні працездатності, тобто виконувати потрібні функції протягом заданого інтервалу часу або наробки за 
умов відмов складових частин через зовнішні і внутрішні дестабілізувальні впливи. Функціональна 
стійкість забезпечується застосуванням у складній технічній системі різних, уже наявних видів над-
мірності (структурної, часової, інформаційної, функціональної, навантажувальної тощо) через їх пере-
розподіл задля парирування наслідків позаштатних ситуацій [6; 7].

 У працях Б. П. Креденцера, М. К. Жердєва, В. М. Цицарєва, С. В. Лєнкова та ін. досліджено мож-
ливості підвищення надійності відновлювальних інформаційних систем із резервом часу при різних 
методах його введення і використання [1; 8]. Здобуто сукупність розрахункових співвідношень для оці-
нювання показників надійності за різних способах використання і поповнення резерву часу за наяв-
ності повної апріорної інформації про функції розподілу визначальних випадкових величин. Найбільш 
повне відображення питання дослідження відновлювальних інформаційних систем із резервом часу 
отримано в роботі [8], однак основну увагу приділено прогнозуванню надійності інформаційної системи

розглянуто N-періодну множину інформаційних станів з одним ризиковим і одним безризиковим процесами. Про-
аналізовано та знайдено умови повноти та безарбітражності множини сигналів інформаційних систем, запропонова-
но новий метод відшукання ймовірності втрати сигналу в спеціальному вигляді, знайдено умови, за яких множина 
інформаційних станів не є повною.

Ключові слова: мартингальна міра; повнота множини; безарбітражність множини; інформаційна система; стохастична мо-
дель. 
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з поповнюваним резервом часу за наявності повної апріорної інформації про надійність. У статтях  
[9-11] визначено двосторонні оцінки функціоналів, які входять до основних показників надійності ін-
формаційних систем із резервом часу. У [12] досліджено керовану систему, в якій керування пристроєм 
описується рівнянням у формі Ланжевена, а в [13] розглядається стійкість за допомогою функції Ля-
пунова.

Метою цього дослідження є визначення умови повноти та безарбітражності множини інформацій-
них станів. 

ОснОВна частина
Нехай (Ω,ℑ,Р) — імовірнісний простір. Розглянемо N-періодну, N ≥ 1, множину з двома процесами: 

безризиковим B = {Bn, 0 ≤ n ≤ N} та ризиковим S = {Sn, 0 ≤ n ≤ N}. Припустимо, що 

                                                                                        (1)

де ri > 1 — деякі числа,

                                                                                     (2)

де S0 — стала, Ri > 1 — випадкові величини, незалежні в сукупності. 
Позначимо Fi(x), x > –1, функцію розподілу випадкової величини Ri і вважатимемо, що Fi(x) не зосе-

реджена в одній точці. Утворимо потік σ-алгебр Фk = σ{R1,..., Rk}, та утворимо сім’ю Q
−

 імовірнісних мір,

еквівалентних мірі P. Усі міри Q ∈ Q− мають похідну Радона-Нікодима такого вигляду: ,

де M = {Mi, 0 ≤ n ≤ N} — мартингал, ∆Mi = Mi – Mi–1 > –1.
Тепер розглянемо сім’ю мір  еквівалентних мартингальних мір, тобто таких мір Q ∈ P, для

яких  є Q
−

-мартингалом, якщо, звичайно, такі міри існують.

Умова мартингальності має вигляд EQ(Xi/Fk–1) = Xk–1 і її можна подати так: 

 ,   або E((1+ ∆Mk)(1+ Rk)/Fk –1 = 1+ rk,

або E((1+ ∆Mk)Rk)/Fk = rk,   1 ≤ k ≤ N.                                                              (3)

Умова того, що Q є ймовірнісною мірою, має вигляд 

З метою технічного спрощення далі розглядатимемо випадкові величини Nk =1+ ∆Mk. Вони є Fn-ви-
мірними, тому існують такі борельові функції ϕk(x1,...,xk), що Nk = ϕk(x1,...,xk). 

Запишемо умову (3) мартингальності у вигляді
E(NkRk)/Fk–1 = rk,   1 ≤ k ≤ N.                                                                      (4)

Зважаючи на незалежність Rk і Fk–1, рівність (4) перепишемо в такий спосіб: 

                          (5)

Умова (5) означає, що  не залежить від R1,...,Rk–1. Тому далі будемо розгля-

дати сім’ю  мартингальних мір, похідні Радона-Нікодима яких задаються співвідношеннями

виду , де Eϕi (Ri) = 1, а Eϕi (Ri)Ri = ri, 1 ≤ i ≤ N. Запишемо два останні співвідношення у

вигляді

Отже, здобуто такий результат.
лема. Достатньою умовою безарбітражності множини, заданої формулами (1), (2), є існування ви-

мірних додатніх функцій ϕi = ϕi(x), x ∈ (–1, ∝) таких, що 



55ISSN 2412-9070

СЛОВО НАУКОВЦЯ Наука, експлуатація, виробництво

ЗВ’ЯЗОК, № 1, 2022

                                                        (6)

Сформулюємо і доведемо результат щодо безарбітражності і неповноти множини, заданої формулами 
(1), (2).

теорема. Множина (1), (2) є безарбітражною за умови 0 < Fi(ri) < 1, і якщо хоча б одна Fi не є зосере-
дженою у двох точках, вона неповна.

Доведення. Будемо шукати ϕi(x), яке б задовольняло рівність (6), у вигляді ϕi(x) = ai(ri)I{x ≤ ri} +  
+ bi(ri)I{x > ri}. Тоді рівність (6) можна подати як систему двох рівнянь:

,

                                                                         (7)

Визначник D цієї системи має вигляд  

Оскільки за умовою Fi(ri) ∈(0,1), то і (1– Fi(ri)) ∈(0,1). При цьому , а ,

і одночасні рівності неможливі, оскільки розподіл Fi не зосереджений в одній точці ri. Отже, D > 0 і 
система (7) має єдиний розв’язок:

 
Таким чином, ϕi(x) задає еквівалентну мартингальну міру і безарбітражність доведено.
Тепер покажемо, що коли міра зосереджена у двох точках ai, bi, то ринок є неповним. Нехай ai< ri < bi. 

Це означає, що F(bi) – F(ri) > 0, F(∝) – F(bi) > 0.
Далі відшукуватимемо іншу функцію ϕi(x) у вигляді  і покажемо, 

що ϕi(x) ≠ ϕi(x). Дійсно, розв’яжемо систему для :

                                                            (8)

Визначник D цієї системи має виглядає , тоді

 і  принаймні на проміжку (ri, bi).

Аналогічно  і тому .
Теорему доведено.
Зі здобутих результатів показано, що використання запропонованої функції зміни сигналу дало змо-

гу ефективно досліджувати множину інформаційних станів на безарбітражність та повноту.
Розглянемо застосування цих результатів до реальних процесів і явищ. Для цього визначимо спра-

ведливу ціну для азійського арифметичного опціону, функція платежу якого задається формулою

. Покажемо, що навіть для двоперіодного випадку ця ціна буде меншою за S0.

Треба визначити таке найменше γ < S0, щоб виконувалась нерівність:

∼ ∼
∼

∼ ∼

∼

∼ ∼

∼
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  або

 

Звідси . Ця нерівність має виконуватись із імовірністю 1, що еквівалентно виконан-

ню такої нерівності:

.

Розв’яжемо її:

 

.

Припустимо, що виконуються нерівності: αγ – S0 < 0, . Звідси 
 

Вираз праворуч буде найменшим при найбільшому знаменнику, тобто при α = 0, за умови, що с > 1.

Тому , задовольняє раніше припущені нерівності.

Розглянемо триперіодну модель для . Маємо:

 

Розв’яжемо цю нерівність відносно ρ1:

                                                                                        , припускаємо, що 

Підставимо замість ρ1 і виразимо ρ2 
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 Перевіримо вираз у дужках на додатність і від’ємність:

1.  — підходить.

2. 

Тому ; ця нерівність ∀ρ2 ∈(–1;c] не виконується, бо якщо провести аналогічні

міркування, дістанемо:

 
Розв’яжемо спочатку для ∀ρ2 ∈(–1;0]:

 
  

— підходить.

Звідси  — справедлива ціна зобов’язання.

Тепер знайдемо обмеження дохідності на ρ2 : ∀ρ2 ∈(–1; с1], с1< с. 
 

Тому . Визначимо обмеження на с1 з нерівності :

Отже, при с1< 1, .

Що і потрібно було довести.
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Висновки 
У статті розглядається N-періодна множина інформаційних станів з одним ризиковим і одним безри-

зиковим процесами, досліджується безарбітражність і повнота цієї множини та знайдено ентропію для 
похідної Радона-Нікодима відповідних еквівалентних мартингальних мір. Також визначено умови на 
функцію розподілу втрат сигналу, за яких множина станів сигналу є безарбітражною та повною.
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I. V. Zamriі, Ye. D. Patkin
stochastic model foR deteRmination of aRBitRaRiness 

and completeness of infoRmation sYstem
When evaluating information system reliability indicators, the necessary initial data for a priori probability calculations are often 

missing, and statistical evaluation is complicated by a large amount of tests, which can only be used to determine the estimates of 
the moments of the determining random variables of the process of functioning of the information system or its constituent parts 
(mathematical expectation and variance of failure time processing, recovery time, backup time, etc.). However, in this situation, it 
is necessary to justify some characteristics of the information system, for example, time reserve, guaranteed exact limits of the 
probability of fault-free operation of the system and availability coefficient. In this case, «justification» means the construction of precise 
upper and lower limits of the change of functionals, which characterize the efficiency of the functioning of the information system, in the 
conditions of incomplete a priori information about the distribution functions of the determining random variables.

In this paper, an N-periodic set of information states with one risky and one risk-free process is considered, the arbitrariness and 
completeness of this set is investigated, and the entropy for the Radon-Nikodym derivative of the corresponding equivalent martingale 
measures is found. Conditions for the signal loss distribution function were also found, under which the set of signal states is arbitrage-
free and complete.

It is shown that the use of the proposed signal change function made it possible to effectively investigate a set of information states 
for impartiality and completeness.

The application of the obtained results to the determination of the fair price for the аsian arithmetic option with the initially specified 
payment function is considered.

Keywords: martingale measure; completeness of the set; arbitrariness of the set; information system; stochastic model.


